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Préface

Ce document est un support pour le cours de Mathématiques 2 destiné aux étudiants
en deuxieme année de licence économie et gestion de I'Université Paris-Saclay. Il contient
quelques rappels de cours et notamment une banque d’exercices corrigés. Il ne constitue en
rien un remplacement aux cours magistraux et on ne saurait encourager suffisamment les
étudiants a assister a ces derniers.

L’organisation de ce document est comme suit — il contient les trois chapitres de cours
(suites, matrices et optimisation), chaque chapitre contient d’abord des rappels de cours puis
se termine toujours par une section d’exercices, tous corrigés.

Nous adopterons les symboles suivants tout au long de 'ouvrage :

P pa

Le chapeau de magicien indique un résultat qui ne peut s’expliquer que par la magie.

Le document indique un exercice qui est également présent sur 'une des feuilles de
TDs.

Le livre indique un exercice qui suit directement du cours et qu’il est intéressant de
faire pour voir si on a bien assimilé ce dernier.

Le cerveau indique un exercice ou il y a une petite astuce a voir.

Le chapeau de cérémonie indique un exercice type d’examen qu’il est important de
savoir faire.

Le crane indique un exercice trés complexe qu’il n’est pas impératif de savoir faire
mais I'on conseille tout lecteur de s’y attarder.

Le dragon indique un exercice souvent tres théorique, a faire uniquement pour le plai-
Sir.

Enfin, il ne s’agit d’une version que tres préliminaire. J’'encourage donc tout lecteur atten-
tif a me signaler les erreurs qu’il pourrait y trouver — voire a faire des suggestions de contenu
que je pourrais ajouter.

© DELHAYE Jean 2023



Chapitre

Suites

1 Raisonnement par récurrence

Lorsque 'on veut montrer une propriété °(n) pour tout entier n = n,, a partir d’'un cer-
tain rang n, € N, on procede souvent par récurrence. Un raisonnement par récurrence est
toujours constitué de trois étapes :

— Initialisation. On commence par montrer la propri€té au premier rang n, I~ cela
revient a vérifier que & (n,) est vraie.

— Hérédité. Ensuite, on veut voir que la propriété qui nous est demandée est héréditaire
— c’est a dire que & (n) implique & (n + 1) pour tout n = n,. On fixe donc un entier
n = n,, on suppose que & (n) est vraie et on montre que & (n + 1) est vraie.

— Conclusion. Enfin, on est prét a sortir la formule magique “nous avons montré par
récurrence que & (n) est vraie pour tout n = n,”.

Toute la construction du raisonnement par récurrence repose sur 'idée que I'on fait tomber
les dominos de la preuve de proche en proche comme suit :
P(ny) = Pny+l) = P(ny+2) = ... = Pn) = Pn+l) = ..

L’initialisation revient a faire tomber le premier domino et I’hérédité permet de voir que la
chute de chaque domino provoque la chute du suivant.

Théoreme 1.1.1 (Raisonnement par récurrence). Soit 2 (n) une valeur de vérité dépen-
dant de n € N. Supposons que
— 9(n,) est vraie pour un certain ny € N;
— P(n) = P(n+1) pour tout n = ny,.
Alors, & (n) est vraie pour tout n = n,,.
Exercice E. 1 ([E ). Montrer que 10" — 1 est un multiple de 9 pour tout n = 1.

Solution E. 1. L’affirmation est claire au rang 1 puisque 10 —1 = 10—1 = 9. Maintenant
supposons que 10" — 1 soit un multiple de 9 pour un certain n = 1. On peut donc écrire
10" — 1 = 9k.
10" -1=10"9+1) -1
=9 x10"+10" -1
=9 x 10" + 9k
=9(10" + k).

D’ot le résultat par récurrence.

1. Le premier rang est souvent O ou 1 mais il arrive qu'une récurrence démarre a un autre rang.



CHAPITRE I. SUITES

2 Introduction aux suites

Définition 1.2.1. Une suite (réelle) u est une fonction de N dans R :

{N—>]R
u:

n»—>un.

On peut aussi le voir comme une collection de nombres u = (u,,),,y OU chaque u, est un
réel.

Dans ce cours, nous verrons deux méthodes générales afin de décrire les suites — celles
définies par restriction d’une fonction et celles définies par récurrence.

2.1 Suites définies par restriction d’une fonction

Définition I.2.2. Soit U < R un sous-ensemble des réels contenant les entiers N et une
fonction f : U — R. On peut alors définir une suite u en posant

u, =f(n), neN.

On dit que u est définie par restriction de la fonction f.

Remarque 1.2.3. 11 est impératif que U contienne les entiers, car il faut que f soit bien
définie sur ceux-ci au risque d’avoir certains éléments non-définies.
Prenons par exemple la fonction

X — 5—x.

f:{]—oo,S] — R

Dans ce cas, on ne peut pas définir la suite u par la formule u, = f(n) car bien que certains
termes aient un sens (U, Uy, Uy, Ug, Uy, Ug) au bout du rang 6 on tombe sur un non-sens :

ug = f(6) =v/5-6= \/—_1 Absurde.

Exercice E. 2 (H ). Donner un exemple de suite définie par restriction avec une fonction
f qui n’est pas définie sur R tout entier .

Solution E. 2. Prenons la fonction f : x — v/1 — x + v/x — 1. Cette fonction n’est définie
que sur [0, 1], et 'on peut définir la suite

U =73 et u,,,=f(~,), neN.

Montrer que la suite est bien définie revient a montrer que O < u, < 1 pour tout n € N.
On laisse le soin au lecteur de vérifier ce fait.

2.2 Suites définies par récurrence

Définition 1.2.4. On dit qu'une suite u est définie par récurrence si I'on peut écrire
u,.,=f(,), neN,

avec f :R> U — Retu, € U fixé.

2. C’est a dire avec U # R.



3. PROPRIETES DES SUITES

Remarque 1.2.5. On peut étendre la définition précédente. Parfois, une suite définie par
récurrence peut dépendre non seulement du terme précédent mais des deux termes précé-
dents.

On peut par exemple considérer une suite de la forme

Upio = f(un’ un+1)’ ne N’

avec f : R? — Ret Uy, u; € R fixés. Voir I'Exercice 14.
Notons que I'on pourrait encore étendre la définition a une suite dont chaque terme est fonc-
tion de p termes précédents mais on sort la du programme.

Remarque 1.2.6. Comme pour le cas de la restriction, si 'on s’amuse a définir une suite par
récurrence, il faut faire attention a la stabilité de la fonction f. En effet, f peut n’étre définie
que sur un sous-ensemble strict U < R — ainsi, s’il existe un rang n, tel que f (uno) ¢ U,
on ne pourra pas définir Upys1-

Si I'on prend par exemple la fonction

| [5/3,00[ — R
f X — V3x -5

et u, = 2, alors il y aura un probleme de définition :

u, =2
u=v3x2-5=y1=1
u, =3 x1- =\/—_2 Absurde.

3 Propriétés des suites

3.1 Monotonie

Définition 1.3.1. On dit qu’une suite u est croissante (resp. décroissante) si I'on a
(LD U,,,=u, resp.u, ;=u, nenN.
On dira que la suite est croissante (resp. décroissante) a partir d'un rang n, € N si I’Equation
(L.1) tient pour tout n = n.
Exercice E. 3 (H). 1. Donner un exemple de suite croissante.
2. Existe-t-il des suites a la fois croissante et décroissante ? Si oui les expliciter.
3. Donner un exemple de suite qui ne soit ni croissante ni décroissante.

Solution E. 3. 1. La suite u définie par u, = n est clairement croissante.

2. Inspectons ce que cela signifie d’étre a la fois croissant et décroissant. Soit u une suite
croissante et décroissante. Alors par définition, on a

U, zu, et u, ,<u, neN.

Autrement dit, u,,; = u, pour tout n € N — la suite est donc constante. Récipro-
quement, toute suite constante est a la fois croissante et décroissante.
Les suites croissantes et décroissantes sont les suites constantes.

3. 1l suffit de prendre u définie par u, = (—1)".

7



CHAPITRE I. SUITES

Proposition 1.3.2. 1. Si u est une suite définie par restriction d’une fonction de la forme
u, =f(n), neN

ou f est croissante (resp. décroissante) sur [n,, oo[. Alors, la suite u est croissante
(resp. décroissante) a partir de n,,.

2. Si u est une suite définie par récurrence de la forme

u,.,=f@), neN

ou f est une fonction croissante (resp. décroissante). Alors, la suite u est croissante
(resp. décroissante).

3.2 Minoration et majoration

Définition 1.3.3. On dit qu’une suite u est majorée (resp. minorée) s’il existe un réel c € R
tel que

(1.2) u, <c resp.u, =c, ne€N.

Si une suite est a la fois majorée et minorée, on dit qu’elle est bornée.

Remarque 1.3.4. Attention, si une suite est bornée, sa constante de minoration et de majo-
ration sont généralement différentes.

Exercice E. 4 (E ). 1. Donner un exemple de suite bornée.
2. Donner un exemple de suite minorée, non-majorée.

3. Donner un exemple de suite qui ne soit ni majorée ni minorée.

_n_
n+1l-°

2. La suite u définie par u,, = n est minorée sans €tre majorée. En effet, elle est positive
donc minorée par O et u, = n — oo. Elle n’est donc pas majorée.

Solution E. 4. 1. On peut prendre la suite u définie par u, =

3. Lasuite u définie par u, = (—1)"n n’est ni minorée, ni majorée puisque

Uy, = (-1)*"2n =2n — oo, etuy,,; = (-1)*"*"'2n+1)=-2n—-1 — —oo.

n—oo n—oo

3.3 Convergence

Définition 1.3.5. On dit qu'une suite u est convergeante s’il existe ¢ € R telle que

u, — /L.
n—oo

On écrira £ = lim,, u,,. Une suite qui n’est pas convergeante est dite divergente.

Remarque 1.3.6. Il suit de la définition précédente qu’une suite u est divergente si et seule-
ment si elle n’a pas de limite ou si sa limite est +oo.

Exercice E. 5 (E). 1. Donner un exemple de suite convergeante.

2. Donner deux exemples de suites divergentes (une qui a une limite infini et une qui n’a
pas de limite).

Solution E. 5. 1. Il est bien connue que la suite u définie par u, = n+_1 tendvers0 € R
lorsque n — oo et est donc convergeante.

8



3. PROPRIETES DES SUITES

2. * Il est clair que la suite u,, = n tend vers I'infini.
* On laisse le soin au lecteur de vérifier que la suite u, = (—1)" n’a pas de limite.

Proposition 1.3.7. Une suite minorée et décroissante (resp. majorée et croissante) est conver-
gente.

Exercice E. 6. Montrer que la suite u définie par u, = 27" est convergeante.

Solution E. 6. Notons d’abord que la suite est minorée par 0. En effet, tous les u, sont
positifs. Elle est de plus décroissante puisque

2—71
u 1=2_(”+1)=—32_”=u
2

n+ n*

La suite est donc décroissante et minorée, le résultat suit alors de la Proposition 1.3.7.

Proposition 1.3.8. Soit u une suite définie par récurrence par u, ., = f(u,) ol f est une
fonction continue. Si u converge vers une limite £, alors la limite vérifie I’équation :

f(0) = ¢.

Exercice E. 7 ([E ). Soit u la suite définie par

u, +1
us,=— et u = .
0 5 n+1 2

Montrer que u converge et donner la limite.

Solution E. 7. Montrons par récurrence, I'assertion

mn): u, <1 et u, ,=u, n=1I1

D’abord, il clair que #°(1) est vraie puisque I'on a

T+1 3
u; = =-=<1,
2 S
et
3 1
uy==-=2=-=u
1 5 5 0

Supposons que I'on ait 7#°(n), on a alors d’une part

u, ., +1 u,+1

n+2 = = Upigs

2 2
d’autre part

u,+1  1+1 1
u = < =
n+1 2 2

D’oui I'affirmation par récurrence. Nous avons montré que u est croissante et dominée — elle
est en particulier convergeante. Sa limite £ satisfait donc I’équation

/+1
(= ——.
2

Dont I'unique solution est £ = 1.



CHAPITRE I. SUITES

Théoreme 1.3.9 (des gendarmes). Soit u, v et w trois suites telles que les suites v et w
convergent vers la méme limite £ et telles que I'on ait
v, Su,<w, nenN.

Alors, u converge vers £.

Exercice E. 8 (& ). Donner la limite de (ZJF%S{”))HGN lorsque n tend vers l'infini.

Solution E. 8. Rappelons que la fonction cosinus a ses valeurs dans [—1, 1]. On a donc

1 2 + cos(n) 3
< < .
n+1 n+1 n+1

Les suites (n+r1)nEN et (%ﬂ)neN convergent toutes les deux vers 0. Donc par le théoreme

2+cos(n)

des gendarmes (Théoreme 1.3.9), on a que =3

— O quand n — oo.

Pour plus de détails sur les limites, on encourage a consulter I’Appendice B.

4 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 1.4.1. Soit u une suite.

1. On dit que u est une suite arithmétique de premier terme a € R et de raison r € R si

u,=a et u =u,+r, neN.

n+1
On montre par récurrence que sa forme générale est donnée par u, = a + rn.
2. On dit que u est une suite géométriqgue de premier terme b € R et raison g € R si

u,=b e u,,=u,q, neN.

On montre par récurrence que sa forme générale est donnée par u,, = bq".

Proposition 1.4.2. 1. Soit u une suite arithmétique de la forme
u, = u,+nr.
(a) Sir > 0, alors u, — +oo.
(b) Sir <0, alors u, — —oo.
2. Soit v une suite géométrique de la forme
_ n
vV, =Vq" .

(a) Silql <1,alorsv, — 0.
(b) Sig > 1, alors

{ oo sivy >0
V., —

" n—oo | —00 siv, <O.

(c) Siq = —1, alors v n’a pas de limite.

10



5. SUITES RECURRENTES LINEAIRES

5 Suites récurrentes linéaires

5.1 Le premier ordre

Définition L.5.1. On dit qu'une suite u est récurrente linéaire du premier ordre si elle satisfait
une équation de la forme

(E) u,,; =au, +gn), neN,

ol a € R*. On appelle la partie g(n) le second membre. On appelle équation homogéne
associée a (E), I'’équation

(Ep) Vo, =av,, neN.

n+
Remarque 1.5.2. Les Equations (E) et (E;)) ont une infinit€ de solutions lorsque le premier
terme n’est pas fixé. Si le premier terme est fixé, il existe au contraire une unique solution.

Théoreme 1.5.3. Si u* est une solution particuliere de (E) et v une solution générale de
(E,), alors u = u* + v est une solution générale de (E).

Méthodologie 1.5.4 (Profil d’une suite récurrente du premier ordre). On cherche les
suites u vérifiant une équation de la forme (E). On procede comme suit :

1. Les solutions de I'équation homogene (E; ) sont de la forme
v, =Vea .

2. Trouver une solution particuliere de (E) dépend de la forme de g.
(a) Si g = P estun polynome, on a deux cas :

i. Si a # 1, alors une solution particuliere est de la forme Q(n) ot Q est un
polyndome de méme degré que P.
ii. Si a = 1, une solution particuliere est de la forme nQ(n) ou Q est un
polyndome de méme degré que P.
(b) Si g(n) = Ct" pour deux réels C, t. On a encore deux cas :

i. Sit # a, alors une solution particuliere est de la forme kt™ pour un certain
k € R.

ii. Si t = a, alors une solution particuliere est de la forme kna™ pour un
certain k € R.

Remarque 1.5.5. Ce point méthode n’est pas a savoir par cceur et sera souvent rappelé en
examen.

Exercice E. 9 ([E ,7=). Résoudre les systémes

0 ot {uo =0

u /2+n*—n u, ; =u,/2+2"

—
= &
] O
+
—_
(1

dont une solution générale est de la forme v, = v,27".

11



CHAPITRE I. SUITES

* Regardons maintenant de plus pres le premier systeme. Une solution particuliere de
I’équation générale du premier systeéme est de la forme

ut =an®+bn+c,

avec a, b, c € R. En exploitant I'équation on a

u*
u§+1=7"+n2—n, vneN
) an?+bn +c )
— a(n+1) +b(n+1)+c=#+n —n, Vn €N
) an?+bn +c )
= a(n +2n+1)+b(n+1)+c=#+n —n, Vvn €N

) a ) b c
= an“+ 2a+bn+a+b+c= 5—%—1 n“ + 5—1 n+5, Vn € N.

a = a/2+1 a = 2
= {2a+b = b/2—-1 = {(b = -10
a+b+c = c¢/2 c = 16.

Ainsi, la solution générale est de la forme u,, = ufl +v, = VOZ_" +2n%—10n+16.
En évaluant au premier rang, on trouve

O=u,=v,+16 = v, =-16.

La solution du premier systeéme est donc donnée par
5 16
u, =2n“-10n +16 — —.
2n

* Inspectons maintenant le second systeme. Une solution particuliere est de la forme
u,* = k2" avec k € R. En exploitant I'équation, on a

%% :(l* n n+1 2n n
u',=k—+2", neN = k2" = —+2" neN
2 2
k
:k2=5+1

=}k=

Wl N

Ainsi, la solution générale est de la forme u,, = u*+v, = 22"+v,27". En exploitant
le premier terme, on trouve

2 2
O=u0=§+v0 - v0=—§

La solution du second systeme est donc donnée par

2/ 1
un=§(2 —E)

Remarque 1.5.6. Si u* et v* sont solutions particulieres des équations
u,,, =au, +g,(n) et u, ,=au,+g,(n)),
respectivement. Alors, u* + v* est solution particuliere de

u,,; =au, + g ) + g,(n)

12



5. SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Exercice E. 10 ( & ,7=). Résoudre le systeéme

u, =20
u,, =u,/2+n*—n+2"

Solution E. 10. On reprend les notations de I'Exercice 10. Une solution de notre équation
est de la forme

2n+1
X *x _ 2 —n
u, =u, tu, +v,=2n —1On+16+T+v02

On détermine v, en exploitant le premier terme :

2 50
O=u0=16+§+v0=>v0=—?.
On en déduit la forme de notre solution
1
o2 A 50 .
u, =2n —10n—i—16+—3 —?2 .

5.2 Le second ordre

Cette sous-section est en soit assez similaire a la sous-section précédente tout en étant
d’un point de vu calculatoire un peu plus compliquée.

Définition I.5.7. On dit qu'une suite u est récurrente linéaire du second ordre si elle satisfait
une équation de la forme

(E) u,.,+bu, ,+cu, =gn), neN,

ot b, ¢ € R*. On appelle la partie g(n) le second membre. On appelle équation homogéne
associée a (E), I'’équation

(Ep) Vyyo t v,y +cv, =0, neN.
L équation caractéristique associée est
(EC) rP+br+c=0

Remarque L.5.8. Les Equations (E) et (E;) ont une infinit€ de solutions lorsque les deux
premiers termes ne sont pas fixés. Si ils sont fixés, il existe au contraire une unique solution.

Théoreme L1.5.9. Si u* est une solution particuliere de (E) et v une solution générale de
(Ep), alors u = u* + v est une solution générale de (E).

Méthodologie 1.5.10 (Profil d’une suite récurrente du second ordre). On cherche les
suites u vérifiant une équation de la forme (E). On note A le déterminant de (EC).

1. On cherche les solutions générales de (E;).

(a) Si A > 0, I'équation caractéristique (EC) a deux solutions distinctes r; et 1.
Une solution générale de (E,)) est alors donnée par

v, = Ar{ +prg,
avec A, 1 € R.

13



CHAPITRE I. SUITES

(b) SiA = 0, I'équation caractéristique (EC) a une solution double r,. Une solution
générale de (E,) est alors donnée par

v, = Arg +punrg = rg (A + un),

avec A, 1 € R.
2. On cherche une solution particuliere de (E).
(a) Si g = P estun polyndme, on sera face a trois cas.

i. Si1n’est pas racine de (EC), une solution particuliere est de la forme u), =
Q(n) ou Q est un polyndme de méme degré que P.

ii. Si 1 est racine simple de (EC), une solution particuliere est de la forme
u; = nQ(n) ou Q est un polyndme de méme degré que P.

iii. Si 1 est racine double de (EC), une solution particuliere est de la forme
u, = n2Q(n) ot Q est un polynéme de méme degré que P.

(b) Si g est de la forme g(n) = Ct" pour deux réels C, t. On a encore trois cas.

i. Sit n’est pas racine de (EC), une solution particuliére est de la forme u) =
kt™ pour un certain k € R.

ii. Sit est racine de (EC), une solution particuliere est de la forme ufl = knt"
pour un certain k € R.

iii. Si t est racine double de (EC), une solution particuliere est de la forme
u* = kn®t" pour un certain k € R.

Remarque 1.5.11. Le cas A < 0 dépasse le cadre de ce cours.

Remarque 1.5.12. Ce point méthode n’est pas a savoir par cceur et sera souvent rappelé en
examen.

Exercice E. 11 (€ ,7="). Résoudre les systémes

u,=u; =0 ot u,=u; =0
Uy, — SU,,  +6u, =3-5" U, —5u ., +6u =2n*-1

Solution E. 11. L’équation caractéristique du premier systeme est donnée par
r?2 —5r + 6,
dont les racines sont 2 et 3, les solutions homogenes sont donc de la forme
v, = A2" + u3".

Puisque 5 n’est pas racine du polyndme caractéristique, on cherche une solution particuliere
de la forme u; = k5". En exploitant la relation de récurrence on a

vneN, u, ,—5u, ;+6u, =3-5"
& VneN, k5"? — 5k5"*! 4 6k5" = 3.5
— 6k=3 < k=1/2.

La solution générale est de la forme u, = u; +v,. Onévalueenn = Oetn = 1 pour
déterminer 1 et v.

*
u = Uu,+v
ul u1+V1

5%/2 + 212° + u3° {—1 = A+p
51/2 + 221 + u3t -5 = 41+6p

o O
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= A=p=-1/2.
La solution est donc donnée par
5Tl _ 2Tl _ 3H
u, = —
L’équation caractéristique du second systeme est la méme, les solutions homogenes sont

donc les mémes de la forme
v, = A2" + 3™,
Puisque 1 n’est pas racine de P(X) = 2X 2 _ 1, on cherche une solution particuliere de la
forme ufl =an®+bn + ¢, en exploitant la relation de récurrence, on a pour tout n € N :
2n%—1-= U,,o—Su,,, +6u,
=an+2%2+bn+2)+c—5(an+1*+bn+1)+c)
+6(an® + bn + ¢)
= 2an® + (—6a + 2b)n —a — 3b + 2¢

Ceci €étant vrai pour tout n € N, on a donc

2a = 2 a = ]_
2b — 6a = 0 < b = 3
—a—-3b+2c = -1 c = 9/2.

La solution générale est de la forme u, = u;, +v,. Onévalueenn = Oetn = 1 pour
déterminer 11 et v.

{uo = wtvy {o = 9/2+12° + u3°

u, = ul+v 0 = 17/2+A2' + pu3?
Atp = -9/2 _ (A = -5
20 +3p = -17/2 g = 1-/2.

La solution est donc donnée par

6n>—3n+5+2-3"—7.2"
n: 9

6 Exercices

Exercice E. 12 (7= Récurrence classique). Montrer les assertions suivantes par récur-
rence.

1. Pour toutentiern =1 :

n(n+1)
1+2+...4+n Z .

2. Pour toutentiern =1 :

n(n +1)(2n + 1)

12+2%2+...+n? Z <

15
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3. Pour tout entiern = 3 :

1 1 2n 1
-+ — = - < 1.
n n+1 Z

4. Pour tout entier n = 2 et tous réels strictement positifs a,, ..., a, :

I+a)A+ay)...(1+a)>1+a;+...+a,.

n(n+1)

Solution E. 12. 1. Pour tout n = 1, notons & (n) I’assertion ZZ=1 k = 5

* Initialisation. L’assertion &°(1) est vraie puisque I'on a

1(1+1)

1
k=1=
2 2

» Hérédité. Supposons que I'assertion 9 (n) soit vraie pour un certain entier n =
1. Alors,

n+1

Zk—n+1+Zk

n(n+1)
=n+1+——

2n+1)+n(n+1)
B 2
2n+2+4+n%+n
2
n®+3n+2

2
B n+1D(n+2)

2 >

ou I'on aura utilisé 'hypothese de récurrence lors du passage de la premiere a la
deuxieme ligne. Cela montre que & (n + 1) est vraie.

* Conclusion. On a montré par récurrence que pour toutn = 1, on a

n(n +1)

_ nn+1)
—5 -

* Initialisation. L’assertion # (1) est vraie puisque I'on a d’une part

1
) -
k=1

2. Pour tout n = 1, notons # (n) I’assertion ZZ=1 k

et d’autre part

I(1+1D@Ex1+1) 1x2x3
6 B 6 B

16
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» Hérédité. Supposons que I'assertion # (n) soit vraie pour un certain entier n =
1. Alors,

n+1 n

YkE=m+D*+) Kk

k=1 k=1

nn+1)2n+1)
6

_6(n+ D2 +n(n+1)@2n+1)

6
_(n+ D[6(n+1) +n2n+1)]
- 6
_ (m+D[6n+6+2n" +n]
- 6
_ (n+1D[2n*+7n + 6]

6
~ (n+1)(n+2)(2n +3)

6

ou 'on aura utilisé ’hypothese de récurrence lors du passage de la premiere a la
deuxieéme ligne. Cela montre que # (n + 1) est vraie.

=n+1)*+

* Conclusion. On a montré par récurrence que pour toutn = 1, on a

nn+1)2n+1)

nkz:
2 6

3. Pour tout n = 2, notons S, = Zi’;n % Il s’agit donc de montrer que S, < 1 pour
tout n = 3. Commengons par remarquer que le résultat est vrai au rang 3 car

1 1 1 1 4%x54+43x543%x4+2%x5 57
S;==-+-+=-+-= =—<1
3 4 5 6 3X4x5 60

Supposons maintenant que S, < 1 pour un certain n = 3. On a alors,

1- Sn+1 > Sn - Sn+1

1 1 ( 1 1 )

=—+.+—- it —
n 2n n+1 2(n+1)
1 1 1

n 2n+1 2n+2

(1 1 ) (1 1 )
= — — + | — —
2n 2n+1 2n 2n+ 2

> 0.

D’ou le résultat par récurrence.

4. On se fixe deux réels strictement positifs a, et a,. Remarquons alors que
(1+a)(+a)=1+a,+a,t+a,a,=1>1+a; +a,.

Ce qui montre I’assertion au rang n = 2. Supposons maintenant qu’on ait I'assertion

aunrang n = 2. Fixons maintenant a,, ..., a, ., > 0 et calculons

1+a)..A+a,,)=>0+a)..(A+a,)A+a,,)

17



CHAPITRE I. SUITES

>1+a; +...+taq)A+a,,,)

=1+ 4+,

ce qui montre I'assertion au rang n + 1. On a bien le résultat demandé par récurrence.

Exercice E. 13 (7= Suites). 1. Soit u la suite définie par
u, =3 et u,,,=2u,—1.

Montrer que u, = 2"*1 1 1 pour tout n € N.
2.
3.
Solution E. 13. 1. Le résultat au rang 1 est immédiat puisque 2°*! +1 = 21 +1 =
3 = u,. Supposons I'égalité a un rang n € N. On a alors,
U, =2u, —1=22""'+1)-1
=22 42 -1=2"2 41

D’otl le résultat par récurrence.

Exercice E. 14 ( £ La suite de Fibonacci). On définit la suite de Fibonacci comme suit :

F,=0, F,=1 et F,,=F, ,+F, neN.

Montrer par récurrence les formules suivantes.
1. F{+Fy+F;+..+F =Y, _F.=F _,-1,n=0.
2. F{+F3+Fg+ ... +F, ;=Y Fy_1=F,,n=0.
3. Fy+F,+Fg+ ... +F, =Y, Fy =F _ ,—-1,n=0.
4. F2,—FF, ,=(-1D"n=0.

Solution E. 14.
Exercice E. 15 ( B ). Soit u la suite définie

u,=2 et u, ,;=In{l+u,).

1. Apres avoir étudié le sens de variation de la fonction

R, — R
g:
x +— In(1+x)—x.

Montrer que 'on a
O<In(l+x)<x, x>0.
2. Montrer que tous les u,, sont strictement positifs.
3. Déduire que u converge.
Solution E. 15. 1. Commencons par remarquer que la fonction x — In(1 + x) est

strictement croissante °, on en déduit directement que pour tout x > O :

In(1+x) >In(1+0) =In(1) =0.

3. sa dérivée est donnée par x — —— qui est strictement positive sur R, .
1+x +

18
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Ce qui montre la premiere inégalité. Pour la seconde, étudions la fonction g. Sa dérivée
est donnée par

() 1 1 1-(1+x) —X
X)) = —— = =
& 1+ x 1+ x 1+x

< 0.

Cela montre que la fonction g est strictement décroissante, on en déduit pareillement
que pour tout x > 0 :

In(1+x)—x=g(x)<g()=0,

d’ou la seconde inégalité.

. U, est évidemment strictement positif. Supposons que 'on ait u,, > 0, alors en utili-
sant la question précédente, on a

u,,; =In(l+u,)>0.

Ce qui montre que les u,, sont positifs par récurrence.

. Remarquons qu’il suit de la Question 1 que la suite u est décroissante puisque pour
toutn € Nona
Uy, =In(1+u,) <u,.

La suite u est alors décroissante et minorée (par zéro car positive) et est donc conver-
geante.

Remarquons que I'on peut calculer sa limite ¢/ € R, . En effet, sa limite satisfait
I’équation

=In(1+7).

On peut ensuite voir que 'unique solution est £ = 0.
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Matrices

1 Introduction aux matrices

Définition I1.1.1. Soit deux entiers n, p = 1. On appelle matrice (réelle) de taille n X p un
tableau a n lignes et p colonnes dont les entrées sont des réels. On note souvent M » (R) =

an I'ensemble des matrices de taille n X p. Un élément A de an est donc de la forme
Ay e Ay
A=| : :
Apy e Gy

ou a;; désigne le coefficient a la i-eme ligne et j-eme colonne de A.
L’ensemble an a une structure d’espace vectoriel. En particulier, il a une addition définie
par

all LIS alp bll LY blp all + bll RO alp + blp
: N I = : :
e« b, .. bnp a,+b,; .. Ay + bnp
et une multiplication externe définie par
Ay - Ay Aay; ... Aalp
A = : :
Ay - Ay Aa,; ... Aanp

Une matrice qui a le méme nombre de lignes et de colonnes est dite carrée.

. ., (1 0 2 _(—4 2 0
Exercice E. 16 (& ). SOltA—(_g 5 _1)etB_(0 2 —6)'

1. Calculer A + B.

2. Calculer 2A.

3. Calculer A — B/2.
Solution E. 16. 1.

Aspof 174 0-2 240\ _(3 -2 2
940 5+2 -1-6) \-9 7 -7)

9A = 2x1 2x0 2x2 \ (2 0 4
S \2x (-9 2x5 2x(-1)) \-18 10 -2)°
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1. INTRODUCTION AUX MATRICES

A B_(1 0 2) (=2 -1 0)_(3 12
2 \-9 5 -1 0 1 -3)7\-9 4 2)

Définition IL.1.2. Soit trois entiers m,n,p = 1 et deux matrices A € M, ,B € an-
On définit la matrice produit AB comme suit :

o1 b o Do alkbkp
C = : : eM

. . mp'
n n
k=1 %nibia - Do ankbkp

Autrement dit, les coeflicients de la matrice C = AB sont donnés par la formule

Remarque I1.1.3. En d’autres termes, on peut multiplier A par B si et seulement si A a le
méme nombre de colonnes que B a de lignes. Il en découle que le produit AB peut étre bien
définit sans pour autant pouvoir définir le produit BA.

A Si A et B sont deux matrices carrées de mémes tailles, on peut définir les deux pro-
duits AB et BA. Notons que ces produits ne coincident pas forcément. Autrement dit, il est
possible de trouver des matrices A et B telles que AB # BA.

Exercice E. 17 (28). Montrer qu’il y a correspondance entre produit matriciel et compo-
sition des applications linéaires.

Solution E. 17.

Proposition II.1.4. Le produit matriciel est associatif et distributif a gauche et a droite —
ie.ona

A(BC) = (AB)C, AB+C)=AB+AC et (A+B)C=AC+BC,

lorsque les produits matriciels sont bien définis.

Définition IL.1.5. Soit A € M p une matrice n X p. On définit la matrice transposée de A
comme étant la matrice ‘A € M pn dont les coefficients sont donnés par

t . .
a;; = aj;, l<i=p,1=<j=n.

Exercice E. 18 ( & ). Donner les transposées des matrices suivantes.

1.

1 2 3

4 5 6)°
2.

1 2

-1 -2)°
3.

Solution E. 18. 1.
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1 -1
2 =2

1 2 8
20 0
8§ 0 12

Cette matrice coincide avec sa transposée, on dit que c’est une matrice symeétrique.

Proposition ILI.1.6. On a les formules
‘A+B)="A+B, "(A-B)=B-'A et '(A) =A,
lorsque les matrices sont bien définies.

Définition IL.1.7. Soit A € M, = M, une matrice carrée. On appelle frace de la matrice
A la somme des coefficients diagonaux :

n
TrA = Z a,;.
i=1

Exercice E. 19 ( [H ). Donner la trace de la matrice

1 2 8
2 0 0 |.
8§ 0 12

Solution E. 19. Latraceest1 + 0+ 12 = 13.

Proposition II.1.8. Soit A, B € M, deux matrices carrés et A € R un scalaire. Alors, on
a les formules :

e Tr(A+B) =TrA +TrB;
e Tr(AA) = ATrA;
* Tr(AB) = Tr(BA).

-1 2 0 0 -2 3
Exercice E. 20 (E). Soit A = 2 3 -1]etB=|1 1 -—1|. Vérifier que
0 4 1 0O 3 0

Tr(AB) = Tr(BA).
Solution E. 20. On calcule

2 4 -5 -4 6 5
AB=|3 -4 3 et BA=(1 1 -2].
4 7 -4 6 9 -3

Les traces sont toutes deux égales a 6 et coincident donc bien.

2 Inversion d’une matrice

2.1 Définition

Définition IL.2.1. On appelle matrice identité de taille n X n, la matrice dont toutes les
entrées sont nulles sauf les coefficients sur la diagonale qui sont tous égaux a 1 :

1 0
I, = eEM,.
0 1
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2. INVERSION D’'UNE MATRICE

Proposition IL.2.2. La matrice identité agit comme un élément neutre pour le produit ma-
triciel :
I.-A=A=A-1, AeM,.
Définition I1.2.3. Soit A € M une matrice carrée. On dit que A est inversible s’il existe
B € M, telle que
AB =1 = BA.

n

On dit alors que B est l'inverse de A et I'on note B = A™1.

2 1
. . _1
Exercice E. 21. Soit A = 3 (_1 4).

1. Calculer 2A — A? et déduire que A est inversible et expliciter son inverse.

2. Résoudre le systeme
2x+y =3
-x+4y =6.

Solution E. 21. 1. En calculant, on trouve 2A — A% = I,. On en déduit que A(2I, —
A) =1, = (2I, — A)A et donc A est inversible et I'inverse est donné par

1r4 -1
-1 _ _ - _
ATt =2L,-A 3(1 2).

2. On exploite maintenant la question précédente :

Z i =G 00)-0)

|

= n()-()
= ()

= ()36 DO
~0:40

2.2 Critére d’inversion

Définition I1.2.4. Soit A € an une matrice n X p. Le rang de A (noté rg(A) ourang(A))
est le rang de la famille des vecteurs colonnes (ou lignes) de A. Autrement dit, il s’agit de la
taille de la famille libre maximale constituée de colonnes (ou de lignes) de A.

Proposition IL2.5. Soit A € M, une matrice carrée. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes.

(i) A estinversible.
(i) detA # 0.

(i11) Les colonnes (ou lignes) de A forment un systeme libre.
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CHAPITRE II. MATRICES

(iv) 1gA = n.
0 -2 3
Exercice E. 22. Déterminer si lamatrice A=| 1 1 —1 | estinversible.
0O 3 O

Solution E. 22. Donnons deux méthodes.

¢ Un bon outil est de calculer son déterminant :
detA=04+0+9—-(0+0+0)=9=%#0,

donc la matrice est inversible.

* On peut également revenir a la définition en montrant que la famille (C;, C,, C3)
composée de ses colonnes est libre. Soit A;, A,, A3 € Rtelsque A, C; +4,C,+A,C; =
0. On a alors le systeme suivant :

—21,+31, =0 34, =0 A, =0
M+A,—A =0 = {1, -1, =0 = {1, =0
34, =0 A, =0 A, =0

Le systeme des colonnes est donc libre — ce qui montre que la matrice est inversible.

Exercice E. 23. Donner le rang de la matrice

-1

O e gy

1
2
3
4

WNRO
[\CRN@) RN

Solution E. 23. Notons C; (1 =< J = 4) la j-eme colonne de A. Notons que C, = C; + C,
de sorte que rg A < 4. On va montrer que son rang est égal a trois. Il suffit a présent de voir
que la famille {C;, C,, C;} est libre. Soit A,, A, et A5 trois scalaires tels que C; A, + C,A, +
C3A5; = 0. On a alors

Al_)\'S =0 Al 213
A +A,+44; = 5A,+4, =0 .
L42d,+61, =0 > ) 74,422, =0 > hTA=A=0
AL +34,+21; =0 34, +34, =0

On en déduit que la famille est libre, d’ou le résultat annoncé.

Proposition IL.2.6. On a les formules
(ATH™=A, AR '=BT'ATl et (AT =T

lorsque les matrices sont bien définies. Ainsi, puisqu’il n’y a pas de différence entre (‘A) ™! et
£(A™1), on se permettra d’écrire ‘A~ (Pordre dans lequel on opére I'inverse et la transposée
n’a pas d’importance).

3 Coordonnées

3.1 Changement de base

Définition IL1.3.1. Soit E un espace vectoriel (réel) et (e, ..., e,) une famille de vecteurs de
E. On dit que (e, ..., e,)) est une base de E si la famille vérifie les conditions :
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(i) lafamille (e, ..., e,) estlibre —i.e. pour tous scalaires A,, ..., A, € Rtels que A,e; +
..+Ae =0,onad; =..=1 =0.

(ii) la famille (ey, ..., e,) est génératrice — i.e. tout vecteur v de E peut s’écrire comme
combinaison linéaire des e;, autrement dit, il est de la forme v = aje; + ... + ¢,
avec a; € R.

Exemple I1.3.2. On appelle base canonigue de R" la base (e, ...,e,) ol e; est le vec-

teur qui n’a que des z€ros en entrées sauf au j-€éme argument qui vaut 1. Par exemple,
((1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) est la base canonique de R>.

Proposition I1.3.3. Toute base d’'un espace vectoriel E a la méme taille (nombre de vec-
teurs), on appelle ce nombre la dimension de E et on le note dim E.

Exemple I1.3.4. dimR" = n.

Proposition II.3.5. Soit b une famille de vecteurs d’un espace vectoriel. La famille b est
une base si et seulement si deux des assertions suivantes sont vérifiées :

(1) La famille b est libre.
(i) La famille b est génératrice.
(iii) Le nombre de vecteurs dans la famille b est égal a la dimension de E.

Remarque I1.3.6. Ce que dit la proposition précédente, c’est qu’il suffit de ne vérifier que
deux des trois assertions afin de s’assurer qu'une famille est une base.

Exercice E. 24. Montrer que la famille b = ((3, 2), (1, 1)) est une base de R2.

Solution E. 24. Soit deux réels A, et A, tels que 4,(3,2) + A,(1,1) = (0, 0). On a alors
le systeme

{3;(1”2 =0 _ {/1

=0 _ [4 =0
20, +4, =0 =

1
24+, =0

Le systéme est donc libre et contient 2 éléments (et est donc égal a la dimension de R?), il
s’agit bien d’une base.
On aurait aussi pu voir que le déterminant

31
det(2 1)=3—2=1¢O,

est non-nul ce qui entraine la liberté de la famille. La conclusion est identique.

Définition IL3.7. Soit b = (e, ..., e,) la base d’'un espace vectoriel E et v un vecteur de
E. Par définition, on peut écrire de fagon unique v comme combinaison lin€aire des e; :

v=»Ae +..+Ae, A €R
On dit alors que v a pour coordonnées (A4, ...,A,) dans la base b et on dit que V. =

“(Ays --s ) est le vecteur colonne de v dans b.

Exercice E. 25. On note b et b’ les bases canonique et ((1,1, 1), (0,1, 1), (0,0, 1)) res-
pectivement dans R3.

1. Donner les coordonnées de (1, 2, 3) dans la base b.
2. Donner les coordonnées de (1, 2, 3) dans la base b'.

Solution E. 25. 1. Le vecteur (1,2, 3) a pour coordonnées (1, 2, 3) dans la base ca-
nonique.
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2. Il n’est pas difficile de voir que 'on a
(1,2,3) =1(1,1,1) + 1(0,1,1) + 1(0,0, 1).

Ainsi, les coordonnées de (1, 2, 3) dans la base b’ sont (1,1, 1).

Définition I1.3.8. Soit b = (eq,...,e,) et b’ = (e}, ..., e;) deux bases d'un méme espace
vectoriel E. On peut exprimer les vecteurs de la base b’ dans la base b. On écrit alors

;L .
€; = Pqjeq t ...Ppjen, l<j=n.

La matrice P := P,_, = ( pij)l-j est alors appelé la matrice de changement de base de b a
b’. On peut récapituler sa construction ainsi :

!

!
\ e] ... e
€1 | P11 -+ Pin
en pnl pnn

Exemple I1.3.9. On se donne deux bases de R3 a savoir b = (e, ey, e35) la base canonique
etb' = (e) =(1,2,3),e, = (0,1,2),e; = (1,1,1)). La matrice de changement de base
de b a b’ est donnée par

! ! !
‘31 €y €3
e |1 1 el =0e, + le, + 2e
o = Ve 2 3
e, | 2 1
es | 3 1

Exercice E. 26. On se donne deux bases de R?, a savoir b = ((1,1),(2,3)) et b’ =
((1,2), (2,1)). Exprimer la matrice de changement de base de b a b'.

Solution E. 26. 1l suit d’'un calcul que I'on a
(1,2) =11, D+ 1(2,3) et (2,1)=4(1,1) - 1(2,3).

On en déduit la matrice de passage demandée

p- (‘11 _41).

Proposition IL3.10. Soit b, b’ et b” trois bases d'un méme espace vectoriel E et x un vecteur
de E dont on note X et X' ses vecteurs colonnes dans les bases b et b’ respectivement. On a
les assertions suivantes :

() X =P,_, X'
.. -1
(i) Pty =Py,

(lll) Ph_>blpb/_>bll = Pb—>b”

3.2 Matrices semblables

3.3 Applications linéaires

Définition I1.3.11. Soit E, F deux espaces vectoriels, f : E — F une application linéaire,
b= (eg,..., ep) etc = (e, ..., e,) des bases de E et F respectivement. On peut exprimer
les vecteurs f (ej) dans la base ¢. On écrit alors

fle) =mye; +...+mye, 1=<j=<p.

nj-n’
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La matrice M = Mat, (f) = (m;);; est la matrice de f dans les bases b et c. On peut
récapituler sa construction ainsi :

| flep) - f(e)

!
ey | my ... my,

/
e m., .o m

n np

Remarque I1.3.12. Lorsque f est une application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui-
méme, muni d’'une base b, on appelle alors matrice de f dans la base b 1a matrice de f dans les
bases b et b dans le sens de la définition précédente. On notera alors Mat, (f) = Mat,, (f).

Théoreme I1.3.13. Soit E, F deux espaces vectoriels, b, b’ deux bases de E, ¢, ¢’ deux bases
de F et f : E — F une application linéaire. On a alors, la formule de changement de bases

Mat,,, (f) = P!, Mat, (AP, _,.

En particulier, si f : E — E est une application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui-
méme et que I'on a deux bases b et b’ de E, on a alors la relation

Mat,, (f) = P~ Mat, ()P,

ot P = P,_,, est la matrice de passage de b a b’.

Exercice E. 27. Soit b et ¢ les bases canoniques de R® et R? respectivement. On se donne
I'application linéaire

R3 — R2
(x,y,2) — @2x—-y+2z,x+y—2).

1. Donner la matrice de f dans les bases b et c.

2. Soit b’ = ((1,1,0),(-1,0,1),(1,1,1)), donner la matrice de f dans les bases b’
etc.

3. Soit ¢ = ((1, 1), (0, 1)), donner la matrice de f dans les bases b’ et ¢'.
Solution E. 27.

4 Exercices

Exercice E. 28 (7). Effectuer les produits matriciels suivants.

1.
31 -1 3 0
00 —-1/|-]1 -1
21 2 0O o0
2.
-1 O . -3 1 -1
2 -1 0O 1 -1
3. Soit A = 1 1 . Calculer A°.

27



CHAPITRE II. MATRICES

4. Soit X = (i 1) Montrer la formule

2Tl—1 271—1
Xn = (zn—l 271—1) ) n=1.
10 -1
0O 0 |.
7 -1

3 -1 1
-6 1 -1)°
3. Commengons par calculer A2 :
Az—_21-_21—5_1
L1 1 1 1) \-1 2 )
On peut maintenant calculer A :
-2 1 5 -1 -11 4
3 — . 2 = . =
weaw=(10) (5 %)= )
4. La formule est évidente lorsque n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour un certain
n = 1. On a alors
271—1 2n—1 1 1
Xl=xn. X = (211—1 2n—1) ) (1 1)
3 2n—1 + 2n—1 2n—1 + 2n—1
- 2Tl—1 + 2Tl—1 271—1 + 271—1

A
3

D’oti le résultat par récurrence.

Solution E. 28. 1.

1 x O
Exercice E.29 (B ). Soitx € RetX =| 0 1 x |. Montrer que l'on a
0 01
(n-1) .2
1 nx =5=x
X'"=(0 1 nx , néeN.
0 O 1

Solution E. 29. L’égalité est évidente lorsque n = 0 puisque X° = I;. Supposons que I'on
ait ’égalité pour un certain n € N, on a alors :

1 nx @xz 1 x 0
X"Hl=x".x=(0 1 nx 0 1 x
0 O 1 0 0 1

1 x+nx nxz+%x2
=0 1 X + nx

0 0 1
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2
1 x+nx (n+"7—ﬂ)x2

2
=10 1 X + nx
0 0 1

1 x+nx (%+"72)x2
=10 1 X + nx

0 0 1

1 x+nx —('“Lzl)’lx2
=10 1 x+nx |.

0 0 1

D’ou le résultat par récurrence.

Exercice E. 30 ( B ). Déterminer le rang des matrices suivantes.

10 -1 3 2 1 -1 2 (1) (1) (1) 1
A= , B= 0 5 1|, C=(5 -2 3|, D=
3 2 0 -1 0 3 0 -1 0111
0111
Solution E. 30. Il y a de trés nombreuses manieres de déterminer le rang d’une matrice.

Nous en présenterons dans cette solution un grand nombre.

* Premiere méthode. Un calcul immédiat permet de voir que detA =1 xX2—-3 X0 =
2 # 0. Ainsi, le rang de A est égal a 2.
Deuxieme méthode. Les deux colonnes de A ne sont clairement pas proportionnelles
(et forment donc une famille libre), ainsi rig A = 2.

* Premiere méthode. On calcule le déterminant, det B = —1 # 0, donc le rang de B
est 3.
Deuxieme méthode. On utilise la méthode de Gauss (pour les matrices) i.e. on éche-
lonne (sans forcément réduire) la matrice

-1 3 2 Lol -1 3 2 L L5l 3 2
0 5 1|22l 0 -10]®* 2720 0].
0 -1 0 0O 5 1 0 O

Le rang est donc égal a 3.

* Premiere méthode. On calcule le déterminant, detC = O, ainsi rgC < 2. Ensuite,
pour continuer 1’étude, on a plusieurs options :

— On peut dire que les deux premieres colonnes de la matrice sont clairement non-
proportionnelles et forment une famille libre. On en déduit que rg C = 2 puis
rgC = 2.

— On peut trouver un sous-déterminant non-nul de la matrice

Eo0)

Le sous-déterminant est égal a 2 # 0, dourgC = 2, puisrgC = 2.
Deuxieme méthode. On utilise la méthode de Gauss.

1 -1 2 ﬁz:’iz:gil 1 -1 2 i -1 2
5 -2 3 | * 2710 3 —=7]1*%=_70 -7
3 0 -1 0 3 -7 0 0

DourgC = 2.
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* Premicre méthode. Notons C; (1 = j < 4) la j-eme colonne de D. Remarquons que
ona C, = C; + C,,onadoncrgD < 3 (on peut oublier C,). De la méme maniere,
Cy; = C,, onadoncrgD < 2 (on peut oublier C;). On veut maintenant voir que
le rang est exactement 2. Pour cela, il faut voir que {C;, C,} est une famille libre.
Voyons trois fagons de procéder.

— On peut dire qu’il est évident que ces deux colonnes sont non-proportionnelles.

— On peut exhiber un sous-déterminant (de taille 2 puisque I'on veut voir que
rgD = 2).

011

0

1

[ S g

011

cette sous matrice a déterminant 1 # O, ce qui permet de conclure.

— On revient a la définition de la liberté. Soit deux scalaires A,, A, € R tels que
A,C; + A,C, = 0. Alors en exploitant les deux premieres coordonnées, on a
A, = 0et A, = 0, ce qui montre que la famille est libre.

Deuxieme méthode. Encore une fois, la méthode de Gauss

0111 6,=Cy

1 001 Li=L3=L, (0 11 1) C1+C2=C4 ( 1)

0111 7474 1 001 g 0 )

0111 ' d

DourgC = 2.
-1 6 -6
Exercice E.31 (). Soit A= | —2 7 —6 |. Vérifier que A> —2A%2 — A +2I, =Oet

-1 4 -4

en déduire une expression explicite de A~

-5 12 -6
Solution E. 31. On commence par calculer récursivement les matrices A% = (—6 13 -6
-3 6 -2

-13 30 -18
et A2 =| —14 31 —18 |. On calcule ensuite
-7 16 -10

~-13 30 -18 -5 12 -6 -1 6 -6
A®-2A*-A+2[;=(-14 31 -18|-2|-6 13 —6|—(—-2 7 —6]|+2
-7 16 —10 -3 6 -2 -1 4 -4

1 00
010
0 01

—-13 30 -18 10 =24 12 1 -6 6 200
=|-14 31 -18|+|12 =26 12 |+(2 =7 6|+[(0 2 O
-7 16 -10 6 -12 4 1 -4 4 0 0 2

000
—{0 0 o|=o0.,.
000

Ensuite, en exploitant I’égalité que I'on vient d’établir, on a

3
A3 —2A2 - A+2I,=0 = —A—+A2+é—1
3 2 2_3
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A(—A—z +A+I—3) =1
- {(—A;Z-I—A+%3)2A=Iz

s - 2 I N .
On en déduit que A~ = —A? + A + 3. On peut s’amuser a calculer I'inverse, on trouve

alors :
1[40 -6
Al="[2 2 -6].
2\1 2 -5

Exercice E. 32. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et si oui, donner I'in-

verse.
1 01 210 1 11
A=|-1 21|, B={1 10 et C=(0 11
2 13 1 01 0 01

Solution E. 32. Un calcul direct permet de voir que detA = 0,detB = 1 etdetC = 1.
Ainsi, B et C sont les seules matrices inversibles.

Commencons par chercher I'inverse de B, pour se faire, on construit un systeme linéaire
traduisant la matrice B :

x+1ly+0z=>

x+1ly+0z=a
x+0y+lz=c

La résolution de ce systeme nous permettra de voir apparaitre la matrice inverse.
2x+y=a x=a-b>b x=a-—-b
x+y=b = <{(a-b)+y=b = {y=-a+2b
X+gz=c (a—b)+z=c z=—-a+b+c

Il nous reste a lire le systeme résolu pour déduire la matrice inverse.

x=1la+-1b+0c 1 -1 0
y=-la+2b+0c = B'=(-1 2 0].
z=—la+1b+ 1c -1 1 1

On procede de méme pour la matrice C.

X+y+z=a x=a-b 1 -1 0
y+z=>b — {y=b-c = c1=|l0 1 -1].

Z2=cC Z2==cC 0 O 1
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Analyse a plusieurs variables

1 Fonctions a plusieurs variables

1.1 Dérivées partielles premieres
Définition IIL.1.1.

2 Optimisation

2.1 Extrema d’une fonction a une variable

Définition II1.2.1. Soit f : U < R — R une fonction réelle. On dit que f admet un
maximum (resp. minimum) en X, € U sur un intervalle I < U si

xg€I et Vxel, f(x)<=f(x,) resp. f(x)= f(xy).

On dira que X, est un maximum (resp. minimum) local 8’1l existe un intervalle I < U sur
lequel x, est un maximum (resp. minimum). On dira que X, est un extremum local si c’est
un maximum ou minimum local.

Théoreme IIL.2.2. Soit f : I € R — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et
x, € 1.
(i) Si x, est un extremum local, alors f'(x,) = 0.

(i) Réciproquement, si f' s’annule en x, en changeant de signe alors x,, est un extremum
local. Plus précisément, si f' passe de positif a négatif (resp. négatif a positif), il s’agit
d’un maximum (resp. minimum) local.

Exercice E. 33 (& ). Montrer que la réciproque de 'item (i) du théoréeme précédent n’est

pas vraie en générale.

Solution E. 33. 11 suffit de considérer le point x, = O pour la fonction x — x3.

Théoreme IIL.2.3. Soit f : I € R — R une fonction deux fois dérivable sur un intervalle
ouvert I et x, € I.

(i) Sif'(xy,) =0etf"(x,) <0, alors x, est un maximum local.
(i) Si f'(xy) = 0et f"(x,) > 0, alors x,, est un minimum local.

Exercice E. 34 (25). Montrer que la réciproque de I'item (i) du théoréme précédent n’est
pas vraie en général. Pour quelle classe de fonction la réciproque est-elle vraie ?

Solution E. 34.
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2. OPTIMISATION

2.2 Optimisation libre

Dans cette sous-section, on s’intéresse aux extrema des fonctions a deux variables. On
commence par généraliser les définitions d’extremum dans ce contexte.

On dit qu'une fonction a deux variables f : (x,y) — f(x,y) atteint un maximum
(resp. minimum) local en (x, y,) si nous avons f(x,,y,) = f(x,y) (resp. f(xy, ¥o) <
f(x,y)) pour tout (x, y) dans un voisinage de (Xg> Yo)-

La notion de voisinage est assez obscure dans ce cours, d’autant plus que nous n’avons
pas les outils pour le définir proprement. On peut néanmoins s’en donner une intuition. Un
voisinage de (X, y,) c’est un ensemble de point aussi proche que I'on veut de (X, y,)-
Puisque I'on est en 2-dimensions, cela peut étre un cercle de rayon quelconque centrée en
(X, Yo) ou un carré contenant intérieurement (x,, ).

En pratique, dans le cadre de ce cours, on ne manipulera pas de voisinage. Pour détecter
des extrema, on utilisera systématiquement les théoremes développés le long de cette sous-
section.

Définition IIL.2.4. Soit f : U < R? — R une fonction réelle & deux variables différentiable.
On dit qu'un couple (x, y,) € U est un point stationnaire s’il annule les dérivées partielles

1.e. sl of of
a(xo,yo) =0 et E(xo,yo) = 0.

Remarque II1.2.5. 11 est a noter que de méme que pour les fonctions a une variable, les
fonctions 2 deux variables ne sont pas forcément définies sur R? entier. L’ensemble sur lequel
une fonction est définie est appelé son domaine de définition.

Exercice E. 35. Donner I'ensemble de définition (maximum) de la fonction a deux variables
suivantes.

f:(x,y)n—>£.

Solution E. 35. Notons D, < RR? le domaine de définition de f. Alors, il est clair que
(x,y)€ED; &= x—y=0 et € -1#0 < x=y et x#0.

On en déduit que
D, = {(x,y)ERZ:xzyetx;tO}.

Exercice E. 36. Donner les points stationnaires de la fonction
fi@e,y)— (x2+y%— 2y)e_x2.

Solution E. 36. Notons S I'ensemble des points stationnaires de la fonction f.

af — 2 2 —xz
=0 —x2—y? 4 =
{ x O { (1—-x*—y“+2y)2xe 0

%= 2y —2)e™ - 0
{2—x2 - 0 {x = +V2
— —
y =1 y = 1

Onadonc S = {(+V2,1)}.

Remarque II1.2.6. Comme dans le cas unidimensionnel, le fait d’€tre un point stationnaire
ne garantit pas d’étre un extremum. Un point stationnaire qui n’est pas un extremum sera
appelé point-selle.
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CHAPITRE III. ANALYSE A PLUSIEURS VARIABLES

Exercice E. 37. Soit f : R> — R la fonction définie par
flx,y) =x*+2xy — y* — 4x — 4y.

1. Montrer que f admet un unique point stationnaire (x,, y,)-
2. Montrer que x — f(x, y,) admet un minimum en X,.
3. Montrer que y — f(x,,y) admet un maximum en y,.
4. Conclure.
Solution E. 37. 1.
2.

Théoreme IIL.2.7. Soit f : U < R? — R une fonction différentiable deux fois au voisinage
d’un point (x,, y,) € R?. Si (X, ¥() est un point stationnaire i.e.

f of
a(xo,yo) =0 et a(xo:}’o) =0

si de plus, nous avons

o f tof o f
(axay (xo,yo)) i = (X0, ¥g) X 3y —(xp, ¥o) <O0.

Alors, (x, ¥,) est un extremum local. Plus précisément, si

aZ 2
o 2(xo,yo) <0 ou a_yz(XO’yO) <0,

il s’agit d’'un maximum, si au contraire
02 02 f
a Z(X();yo) > 0 ou a_J/Z(xoayO) > O:

il s’agit d’'un minimum. Autrement, si

0> f 2 0% 0> f
(a a ( O’yo)) a z(x()Jy())X yz(x():.y())>03
il s’agit d’un point-col.
Exercice E. 38. Donner les points stationnaires et catégoriser ces derniers pour la fonction
fi(x,y) — 3x3+xy? —xy.

Solution E. 38. Notons S ¢ 'ensemble des points stationnaires de f.

=0 2442y =
(x’y)esf(:){g?(xy) (:){9x +y? -y 8

(x,y) = 0 2xy —x =
9X2+ 2 _ O XZO et y:O
:}{ 3’0 Y 1 & ou
= o y= y=1/2 et 9x2—1/4=0

x=0 et y=0
== ou

y=1/2 et x=%1/6
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2. OPTIMISATION

Cela nous donne donc trois points stationnaires, S = {(0,0), (£1/6,1/2)}. Calculons a
part la quantité

nooy =) -2 of
f(x,y) = axay(x,y) axz(x,y)xayz(x,y)

= (2y —1)* - 18x x 2x
= (2y — 1)? — 36x2%

On évalue la précédente fonction sur chacun des points stationnaires

11
Hf(0,0)=1>0 et Hf(ig,£)=—1<0.

D’apres le Théoreme I11.2.7 on sait donc que (0, 0) est un point-col et les points (+1/6,1/2)
sont des extrema. Enfin, remarquons que

azf(l 1) 320 azf( 11) 320
—(=,=]=-3< t —[—-——=,=-]=3>0.
0x2\ 6 2 © 0x2 6" 2

Ainsi, toujours d’apres le Théoreme I11.2.7, (1/6,1/2) est un maximum et (—1/6,1/2)
est un minimum.
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Annexe A

Variations

Cet appendice a pour but de rappeler aux étudiants les éléments nécessaires pour étudier
les variations d’une fonction.

1 Polynome de degré 2

Définition A.1.1. Un polynome de degré 2 est une fonction réelle de la forme P : x —
ax?+bx+caveca, b, c € R o a est non-nul. On appelle discriminant du dernier polyndme
la quantité A = b% — 4ac. On dit qu'un élément X, est une racine de P si P(x,) = 0.

Les polyndmes (pas seulement ceux de degré 2) sont des fonctions tres explicites et dont
I'étude est généralement simple — contrairement aux fonctions trigonométriques, logarithmes
et exponentielles.

Théoreme A.1.2. Soit P : x — ax? + bx + ¢ un polynéme et A son discriminant.

1. Si A > 0, alors P a deux racines données par

~b+ VA
X, =——".
- 2a
2. SiA = 0, alors P a une racine double donnée par
-b
Xg = —.
° 2a

3. Si A < 0, alors P n’a pas de racine réelle.

Exercice E. 39. Donner les racines des polyndmes suivants.
1. P(x) = x2—5x+6.
2. P(x) =x*—-2x+1.
3. P(x) =x*+ 1.
Solution E. 39. 1. A= (—5)2 —4.6 =25—-24 =1 > 0. Les deux racines sont donc

données par
54v1 5+1

t 2 2

X

Soit, x_ =2etx, = 3.
2. A=(=-2)>-4=4—-4=0, 'unique racine est donc x, = 2/2 = 1.
3. A=0%—-4=—4<0.1lnya pas de racine '

1. remarquons qu’on pouvait voir qu’il n’y avait pas de racine en inspectant la fonction de plus pres : P(x) =
2
x*+1=1>0.
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2. DERIVEES

2 Dérivées

Définition A.2.1. Soit f : I — R une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert non-
vide I. On dit que f est dérivable en x, € I si la limite

o) = f(xg) . flxg+h) = f(xy)
Iim ————— = lim

X=X, X — X, h—0 h

existe. On note alors cette limite f'(x,) et on I'appelle la dérivée de f en x,. On dit que f
est dérivable si elle I'est en tout ses points.

Théoreme A.2.2. La dérivée est linéaire, entre autre si f, g sont deux fonctions dérivables
et ¢ € R un scalaire, alorson a :

(FO)+g(x) = f(x) +g'(x) et (af(x)) =af (x).

Proposition A.2.3. Le tableau suivant liste de nombreuses fonctions usuelles et donne la
formule de la dérivée.

f(x) f'(x)
A 0
x“ ax®!
eu(x) u/(x)eu(x)
In (u(x)) u(x)/u'(x)
u(x) - v(ee) | u'C)vx) + ulx)v'(x)
u(x)/v(x) u’(x)V(J;)(;;tZ(x)V’(X)

Remarque A.2.4. Notons que dans la formule de la dérivée de x*, le nombre a peut étre
totalement quelconque, il peut étre négatif et n’est pas non plus obligé d’€tre entier. On a par
exemple, en appliquant la formule :

1 1

1y -2 1
— -2) _ -3 _ r_ 1/2Y _ 1/2-1 _ -1/2 _
(73) =6 == g (V) = Y = g =

3 Variations

La dérivée d’une fonction est exactement son faux daccroissement. Ainsi, la dérivée
donne l'information sur les variations de la fonction mere. En particulier, I'exploitation du
signe de la dérivée permet d’étudier la monotonie de la fonction.

Théoreme A.3.1. Soit f une fonction dérivable réelle et I un intervalle sur lequel f est

définie. Si f' est positive (resp. négative) sur I alors f est croissante (resp. décroissante) sur
I

Exercice E. 40. Etudier les fonctions suivantes (variations, limites, graphe).

(R, — R L LR — R
f: X — Vx-—x/2 ¢ & x +— e¥/x.

Solution E. 40. On commence par étudier le signe de la dérivée. La fonction f n’est déri-
vable que sur RY, soit x € R’ ona:

L, .1 1 1 VX
f = 7 270k 2k
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ANNEXE A. VARIATIONS

1
“aEt YY)

A IV

O OO

{
{

A IV

six <1
six =1

sivx <1
sivx =1

On peut désormais dresser le tableau de variation de f :

X 0 1 +o00
f1x) + -
fG) |0 / 1/2 \, —o0

On peut désormais dessiner le graphe de la fonction.

On procede de la méme maniere pour g, soit x € R \ {0}, on a

, eXx —e*

X

=0 six=1

e
F(x_l){ >0 six=1.

Cela nous permet de dresser le tableau de variations

b —00 0 1 +00
g'(x) - - +
gx)| 0 N\, —oo +00 AN el / +4oo

On peut désormais dessiner le graphe.
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3. VARIATIONS

15 3

10 |

15 -10 -5 W 5 10 15
_57

—10

_15 L
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e B

Annexe

Limites

1 Comparaisons

Définition B.1.1. Soit a € [—o0, co] un élément potentiellement infini, f et g deux fonc-
tions réelles définies au voisinage de a. On note

fx) <, 8(x) ou f(x) < g(x)lorsque x — a,

si g domine f au voisinage de a, c’est a dire si

o,
g(x) x—a

Remarque B.1.2. Il faut faire attention lorsque 'on compare deux quantités. On compare
toujours deux quantités de mémes signes — on a donc toujours de maniere équivalente

g(x)

AN

f (x) x—a
De plus, on fait toujours attention a comparer des termes qui ne s’annule pas au voisinage de
a.

Exercice E. 41 (=). On se donne a < b deux réels. Comparer au voisinage de I'infini et
de z€ro les quantités suivantes.

1. x%et x?.
2. ™ et b,

Solution E.41. 1. 1l est direct de voir que x%/x” = x% P avec a — b < 0. Cette

quantité tend vers O en I'infini et co en zéro, d’ou

b b

a a
xt =  x” et x° <y x.

* et P tendent vers 1 en zéro et ne peuvent dont pas étre

ax/ebx — e(a—b)x

2. Les deux quantités e“
comparée en ce voisinage. Par contre, il est clair que le rapport e

tend vers O en I'infini. On en déduit
ax bx
e™ < e,

Théoreme B.1.3 (de comparaison). Soit a, b, ¢ > 0 trois réels strictement positifs. On a
les dominations suivantes.

a b cx
In(1+x)" < x° < e™.
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2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exercice E. 42 (7&). Donner les limites (en I'infini) des suites suivantes :

4n3 + 2 2/n eV
u =—, v = et w, = —.
" 3n+1 " In(n) N
Solution E. 42.
_4n®+2  4n® 4,
lim —— =lim — = lim —n“ = oo;
noo 3n + 1 noo 3n noo 3
. 2vn
lim = 00;
noo In(n)
. e\/ﬁ . eﬁ
lim —g = lim s

2 Développements limités

Le développement limité au voisinage de O d’ordre p = 1 d’une fonction f infiniment
dérivable s’écrit sous la forme

x2

p
F(x) = f(0) + xf(0) + ?f”(O) 4+t %f@) (0) + xPe(x)

ou € est une fonction définie au voisinage de O qui tend vers O lorsque x tend vers 0. Notons
que cette écriture n’a un sens qu’au voisinage de O et ne devrait donc €tre exploitée unique-
ment lors de la détermination de limites '. A noter que la fonction £ dépend en réalité de f et
n’a aucune raison d’étre la méme d’une fonction a l'autre, on laisse son expression abstraite
car 'unique propriété que 'on doit savoir sur celle-ci lorsque 1'on étudie une limite c’est que
€(x) — Olorsque x — 0.

On rassemble dans la proposition suivante des développements limités usuels de fonc-
tions que l'on est mené a souvent rencontrer lors de problémes de limites. A noter que ces
développements limités ne sont pas a connaitre par cceur (ils seront rappelés pendant les
controles), il est cependant intéressant de les avoir sous la main lorsque 'on s’entraine.

Proposition B.2.1 (Développements limités usuels). On a les développements limités :
x? x"
eX=1+x+—+ ..+ —+x"e(x);
2 n!

x2 n

In(l+x)=x-— ?xz + ...+ (—1)”_1% + x"e(x);
N a(a—1)...(a—(n—1))

n!

al(a—1
¥x2 + x4+ x"e(x).

AQ+x)*=1+ax+

Exercice E.43 (E). 1. Donnerlalimite delasuite u, = n*( In(n+1)—In(n)—1/n).
2. Donner le développement limité en zéro de V1 + x a 'ordre 2.

3. En déduire la limite de la suite v, = \/n* + n3 —n* — L.
Solution E. 43. 1. On utilise le développement limité de In(1 + x).

noo

1
limu, = limn? (ln(n +1) —In(n) — —)
noo n

1. cette formule a en réalité bien d’autres usages, mais cela sort du cadre de ce cours.
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e B n+1 _l
=limn“| In
noo n n
1 1
=1imn2(ln(1+—)——)
noo n n
i 2(1 1 +1 (1) 1)
= n _——_——_— —_— —_ —_——
noo n 2n2 n2 n n
(e (7))
=n _—— _g J—
2n2 n2 \(n

1 1
=lim—— +£(—)
noo 2 n

1
=-3
2. On applique la formule du développement limité de (1 + x)* avec a = 1/2.
2

X X
\/1+x=(1+x)1/2=1+§—§+x2£(x).

3. En utilisant la question précédente, on a

n
hmv —hm n4+n3—n2——

—hm\/ 1+ —n - =
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Exercice 1 (7 pts)

11
1. Diagonaliser si possible la matrice A = ( 0 2).

2. Déduire A™ en fonction de n € N.

Exercice 2 (5 pts)
Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x> + 7x* + 4x — 4xy + y* — 2y.

1. Chercher les points stationnaires de f et déterminer leur nature.

2. La fonction f passe t-elle par un extremum global ?

Exercice 3 (8 pts)

1. Résoudre

u, = 0
U, = u,/2+1n(2)/2.

(Indication : on pourra chercher une solution particuliére sous la forme u’ = C).

2. Soit v la suite définie par

vo = 1
vn+1 = \/2vn'

(a) Montrer que 'ona 1 < v, < 2 pour tout n € N.
(b) Etudier la monotie de v.
(c) La suite v est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?
3. Onpose a, = Inv, (n € N). Ecrire la relation de récurrence entre a,,, et a,. En

déduire a,, en fonction de n, puis v, en fonction de n. Retrouver alors le résultat de
la Question (2.c).
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Solution 1

1. Le polyndme caractéristique de A est donné par

P,(x) = det(A — xI,) = |1 —x

0 2—Xx

On a donc deux valeurs propres 1 et 2. On résout les systémes associés.

AX =1X X+y =x = x =X — X=x 1
2y =y y =0 0
1

<=>Xe<(o)>
_ xX+y =2x y _ 1
AX—X(=>{ 2y —2y(:){y— @X—y(l)

<=»Xe<( )>

On a donc

1 10
_ -1 _ _
A =PDP avecP—(O )etD—(O )

| =(1-x)2—x).

2. Par une récurrence immédiate, ona A" = PD"P~! pour tout n € N. On calcule donc

w1 (1 1) (1 0\ (1 1\
w=roet=(o 1) (o 2) (o 1)
(1 1) (1 0Y) (1 -1
“(0 1) (0 2) (0 V)
(1 1) (1 -1
“(0 1) =)
(1 2"-1
(0 "),
Solution 2

1. Commengons par déterminer les points stationnaires.

ﬂ(x —
X, ¥) est un point stationnaire <= 3
Coy)estunp {§—§(x,y) = 0
— 3x*+14x+4-4y = 0
—4x +2y —2 = 0
3x2+14x+4—-42x +1) 0
=
2x +1 =y
-— 3x2+6x = 0 e, [ 3xG+2)
2x+1 =y 2x +1
x € {0,-2}
A {y = 2x+1

o



< (x,y) €{(0,1),(-2,-3)}.

Les points stationnaires sont donc (0, 1) et (—2, —3). Déterminons leur nature.

o> f P o*f
D =| —(,1 - —=(0,1 —(0,1

=16-14x2=-12<0;
o> f P o> f
D = ——(-2,-3) | —=—(-2,-3) x —(-2,-3
(-2,-3) (axay( s )) axz( 5 ) X ayz( ) )
=16-2x2=12>0.

I1 suit donc que (0, 1) est un extremum local et (—2, —3) est un point col. On peut
voir que (0, 1) est un minimum en remarquant que

02f (0,1)=14>0
— =14 > 0.
ox2" "’

2. La fonction n’a pas de maximum local, elle ne peut donc pas espérer avoir de maxi-
mum global.

3. La fonction ne peut pas avoir de minimum global car

f(x,0) = x3 4+ 7x%> 4+ 4x — —oo.

X——00

Solution 3

1. L’équation homogene est donnée par v, ; = v, /2 dont les solutions sont de la forme
vV, =Vl 2", Cherchons une solution particuliere de la forme u;'fl = (C. Larelation de
récurrence donne.

ut 1 c 1
g =5 +52 & C=_+-h2 & C=h2

La solution particuliere est donc donnée par 1), = In2. La solution générale est de la

forme u, = v, +u, =v,/2" +1In2. Evaluonsenn = 0 :

y
0=u0=2—g+1n2=v0+1n2 = v,=-In2.

La solution générale est finalement donnée par

1
u, = (1—5)-1112.

2. (a) Le résultat est évident pour n = 0. L’hérédité suit des implications suivantes.
1=y, <2 = 2<2y, <4 = \/Es\/Zvns\/Z
= 1l=sv, ;=2

D’ou le résultat par récurrence.
(b) La croissance de la suite découle des calculs suivants.

Vie1 = Vn T V2vn—vn=\/v_n(\/§—\/v_n)20
=0 =0
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(c) Lasuite v est croissante, majorée donc converge vers une limite . Elle converge
vers un point fixe de la fonction x — v 2x. Cherchons les points fixes de cette
fonction.

x=12x & x—/2x=0 & Vx(Vx—-/2)=0 < x € {0,2}.

La limite ne peut étre que ¢ = 2 par croissance de la suite car son premier terme

est1 > 0.

3. On calcule.

1 1 1
Qpoy =0V, =Iny/2v, =In((2v,)"%) = S In(2v,) = SInv, + S In2
1

an
=—+-In2.
2 2

De plus, ay, = Invy =1In1 = 0. On en déduit que la suite a est la méme que celle du

systeme de la Question (1). On a donc

1
Cln = (1—5) -In2.

On en déduit

1
v, =exp(Inv, ) =exp(a,) = exp [(1 — E) -1n2] :

On retrouve bien le résultat de la question (2.c) :

1
v, = exp [(1 - E) -ln2] > eXp [(1-0)-In2] =exp(In2) = 2.

Partiel 2 2022

Exercice 1 (3.5 pts)

On se donne la fonction

x+1
fR—Rx+—

ex

1. Etudier les variations de f.

2. En déduire les extrema locaux et globaux de f.

Exercice 2 (4 pts)
Résoudre
u, = 1/2
u,., = 2u,—2"

(Indication : on pourra chercher une solution particuliere sous la forme u; = nK2").
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Exercice 3 (4.5 pts)

On se donne I'application linéaire

f:{ R® — R3

(x,y,2) — (x,x—y+2,0),

et les vecteurs u = (1,0,0),v=(1,1,0),w = (1,1, 1).
1. Donner la matrice de f dans la base canonique B.
2. Montrer que {u, v, w} est une base de R3.

3. Ecrire la matrice de f dans la base {u, v, w}.

Exercice 4 (8 pts)

4 7 -5 1 0
Diagonaliser si possible les matrices A = etB=|—-4 -1 0|.
w2 0 0 1

Solution 1
1. La fonction f est bien définie sur R tout entier. Calculons sa dérivée
f'(x) =—xe™, xeR.
On peut a présent dresser le tableau de signe de f.

b —00 0 400
J€9) + -
fx) |- /1 \, O

2. D’apres le tableau de signe, O est un maximum global, il n’y a aucun autre extremum
local.

Solution 2
L’équation homogene est donnée par
(EH) Voo =2v,.

Les solutions homogenes sont donc de la forme v, = v,2". Cherchons une solution parti-
culiere de la forme
u, = nK2".

Cette solution doit vérifier la relation de récurrence, cela donne :

vneN, u; , =2u;, —2" < VYneN, (n + DK2"! = 2pK2" — 2™
— VneN, (n+1)2K =2nK -1
— K=-1/2.

La solution particuliere est donc donnée par u,, = —n2""1. La solution générale est donc
— * _ n _ n-1
u, =v, +u, =vy2" —n2" .
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Il reste a trouver v, ce que I'on fait en évaluant I'équation précédente enn = 0 :

Ly =20 271 = =
E_uo_vo -0 —v0=>v0—§.

On en déduit que la solution générale est donnée par

u = (1-n)2" 1L

n

Solution 3

1. La matrice de f dans la base canonique est donnée par

1 0 O
M=|1 -1 1/.
0 0 O

2. Le déterminant est égal a 1 # 0. Il s’agit donc d’une base.

3. Exprimons f en fonction de chacun des vecteurs de la base.

f@w) = £(1,0,0) = (1,1,0) = v
f(v)=£(1,1,0) =(1,0,0) =u
fw)=£(1,1,1) =(1,1,0) =v.

On peut deés lors écrire la matrice de f dans la base {u, v, w}.

[ f@W fO) fw)

u 0 1 0
Mat{u’v’w} (f) = v 1 0 1

w| O 0 0

Solution 4

Commencons par calculer le polyndme caractéristique de A :

P,(A) = det(A - AlL,) = |4__2/1 _57_ )L‘ =@4-NNEE5-D+14=A+3)L-2).
Le polynome a deux solutions —3 et 2. On résout alors les systtmes AX = —3X et AX =
2X :

4x+7y =-3x

(=)x=—y(=>X=x(1)

AX = —3X & { 3

()

4x +7y =2x
—-2x -5y =2y

= xe(( ).

— 2x =-7y & X:x( 1 )

AX = 2X < a7
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Ainsi, on a

-3 0 1
-1 _ N _
P AP—(O ) ouP—(_l )

Calculons le polyndme caractéristique de B :

55— 1 0
—4 -1-1 0
0 0o 1-2

- —)L)((—S —D(=1-21) +4)
=1-MDA%2+61+9)=1-DA+3)>2

P, (1) = det(B — AL) =

Les racines sont donc 1 et —3 avec —3 comme valeur propre double. Pour que la matrice
soit diagonalisable, il faudrait que I'espace propre associé a —3 soit de dimension 2. Com-
mengons donc par résoudre le systeme de cette valeur propre.

—-5x+y =-3x — 9y 1

BX =-3X & { —4x—y =-3y (:){y B — X=x|2
z =0

Z = -3z 0

=)

L’espace propre est donc de dimension 1 et la matrice n’est pas diagonalisable.

Examen 2022

Exercice 1 (8 pts)

On se donne la fonction f : R — R, x — 2x — x? et u la suite définie par

Up=7 et Upy = f(u,).
1. (a) Etudier les variations de f.
(b) Etudier les extrema locaux et globaux de f.
(c) Résoudre I’équation f(x) = x.
(d) Représenter graphiquement la fonction f.
2. (a) Représenter graphiquement la suite u.
(b) Etudier la suite u (monotonie, convergence, limite éventuelle).

(c) Montrerque u, = 1—1/ 22" pour tout n € N et retrouver les résultats de la
q n p
question précédente.

(d) Reprendre les questions (a) et (b) avec uy, = —1.
Exercice 2 (4 pts)
. . ) ) ) 1 2
Diagonaliser si possible la matrice 9 1)
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Exercice 3 (4 pts)

On se donne I'application

R3 — R3
f (x,y,2) — (—2x+3z,—x+y+2,—4x +52).

1. Donner la matrice M de f dans la base canonique.

2. Soitu = (1,0,0), v’ = (1,1,1),v = (0,1,0) et w = (3,1,4). Calculer f(u),
f", f(v), f(w). Donner la matrice de f dans la base {u, v, w} puis la matrice de
f dans {u', v, w}.

3. L’application f est-elle diagonalisable ?

Exercice 4 (4 pts)

On se donne la fonction f : R? — R?, (x, y) — xy + e*. Chercher les extrema locaux
et globaux de f (indication : (e¥)' = e* et e = 1).

Solution 1

1. (a) Calculons la dérivée de f.
fl(x)=2-2x=2(1-x).

On peut des lors dresser le tableau de variation de f.

X —00 1 400
f00) + -
f(x)|—oc0 / 1 \, —o0

(b) Drapres le tableau de variation, f a un maximum global en 1.
(¢c) On résout simplement I’équation.

fx)=x < 2x —x2=x &= x—-x*>=0 < x(1-x)=0
— x €{0,1}.

Les points fixes de f sont donc O et 1.
(d) On représente la fonction f ci-dessous.

2 o

15|
X
1 1
2
1
05 |
0 fx)
—0.5 0.5 1 1.5 2
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2. (a) Lasuite u est déja représentée sur le graphique précédent.

(b) Ona 0 < u, < 1 pour tout n € N. En effet, c’est évident pour n = 0 et de
plus, par croissance de f sur [0, 1] on a

O<u,<1 = f(0)<f(u)<f(1l) = O<u,, <1

n+l —

D’ol l’assertion par récurrence. Remarquons en parallele que

— -y =u —u:= —
Upyq — U, =2u, —u, —u,=u,—u, =u,(1-u,)=0.

—_ ————

=0 =0

n+

La suite est donc croissante et bornée et converge donc vers un point fixe ¢ €
{0, 1}. Par croissance de la suite, on ne peut pas avoir £ = O car la limite doit
étre supérieure au premier terme 1/2 > 0. Ainsi, £ = 1.

(c) L’égalité est évidente au rang n = 0. Supposons qu’elle soit vraie pour un certain
n € N, alorson a

) 1 1
un+1 = 2un _un = un(z_un) = (]‘ - zzn) (]‘ + zzn)

132 1 1
=1—(22n) =l =1

D’ot le résultat par récurrence.

(d) Commencons par voir que u, < 0 pour tout n € N. En effet, c’est évident pour
n = 0, puis par croissance de f sur R_ on a

u, <0 = f(u,) <0 = u,,<0.

D’ou I'assertion par récurrence. Ensuite, on remarque que la suite est décrois-
sante car
Uy — U, =u, (I—u,)=<0.

—_ —

<0 =0
La suite ne peut donc pas converger car si ¢’était le cas elle convergerait vers une
limite £ € {0, 1} qui doit étre un point fixe et cette limite devrait étre inférieure
au premier terme u, = —1 par décroissance ce qui est impossible. La suite

diverge.

Solution 2

Appelons cette matrice A. Le polyndme caractéristique de A est donné par

1—x 2

P, (x) = det(A — xI,) = ‘ . 1o,

‘=(1—x)2—4=x2—2x—3=(X+1)(X—3)-

On a donc deux valeurs propres —1 et 3. On résout les systemes associés.

_ xX+2y =-x 2x =2y X =-y
AX = 1X<=>{2x+y -y (E){Zx — _2) <=>{

e res(3) = xe(()

AX = 93X e x+2y =3x — —2x = -2y — X =y
2x+y =3y =
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= xoy(1) = 5 ()

A =pDpp! avecpz(_ll )etD=(_01 0).

—2
M=|-1
—4

f(w) =£(1,0,0)=(-2,-1,-4)=(1,0,00- (3,1, ) =u—w;
fW)=71,1,1)=01,1,1) =u’;

f(v) =£(0,1,0) = (0,1,0) = v;

fw) =£(3,1,4) =(6,2,8) =2(3,1,4) = 2w.

On a donc

Solution 3

1.

o= O

2. Commencons par calculer.

On déduit de ces calculs les matrices de f dans les bases {u, v, w} et {u’, v, w} res-
pectivement

1 00 100
Maty, ) H={0 10 et Mat{u’,v,w}(f) =101 0].
-1 0 2 00 2

3. L’application f est diagonalisable car sa matrice dans la base {u, v, w} est diagonale.

Solution 4

Déterminons les points stationnaires.

of (x _ X _
. ) . ,y) = 0 { y+e¥ =0
X, est un point stationnaire <~ —

= (x,y) =(0,-1).

o

Le seul point stationnaire est donc (0, —1). Déterminons sa nature.

o f P o f
D= 0,-1) | —=—=(0,-1)x —=(0,-1)=1-¢e°x0=1>0.
(axay( , )) 522 0D X 550, -D) e® x >

Il s’agit donc d’un point col. La fonction n’a pas d’extremum.
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